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Abstract. This small case study extends the example of modelling the
written addition of two three-digit natural numbers in decimal notation
from the HERAKLIT short case study [2]. There, a half adder and a full
adder are constructed as HERAKLIT modules and composed appropriately
for the task mentioned. Here we show a scheme for the parallel addition
of 10 numbers of any size.

Zusammenfassung. Diese kleine Fallstudie erweitert das Beispiel der
Modellierung des schriftlichen Addierens zweier dreistelliger natiirlicher
Zahlen in Dezimaldarstellung aus der HERAKLIT-Fallstudie [2]. Dort wer-
den ein Halbaddierer und ein Volladdierer als HERAKLIT-Module kon-
struiert und fiir die genannte Aufgabe geeignet komponiert. Hier zeigen
wir ein Schema zur parallelen Addition von 10 Zahlen beliebiger Stellig-
keit.

1 Klassische Addition

Die HERAKLIT-Fallstudie [2] beschreibt das schriftliche Addieren zweier dreistel-
liger natiirlicher Zahlen in Dezimaldarstellung. Die zu addierenden Zahlen des
Halbaddierers liegen zwischen 0 und 9, sind also dezimal als Ziffern darstell-
bar. Thre Addition ergibt einen Ubertrag, 0 oder 1. Das Modul Halbaddierer in
Abbildung [1] modelliert diese Addition. Fiir mehrstellige Zahlen muss die Ad-
dition der i 4 1-ten Stelle noch den Ubertrag der i-ten Stelle beriicksichtigen.
Das macht das Modul Volladdierer in Abbildung [2| Das komponierte Modul
Halbaddierer o Volladdierer in Abbildung [3] addiert zweistellige Zahlen. Sei-
ne rechte Schnittstelle enthélt zwei Gates mit dem Label X und zwei Gates
mit dem Label Y. Seine linke Schnittstelle enthélt zwei Gates mit dem Label
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Xy Das linke und das rechte Interface dieses Moduls
werden grafisch oben bzw. unten angeordnet. Das
ist vorteilhaft, sobald der Halbaddierer mit andern
Modulen komponiert wird.

Halb-

addierer a Die zu addierenden Zahlen werden anfangs auf
* * Halb- den linken Schnittstellenplatzen X und Y abgelegt.
v addierer Das Resultat aus der Summe und dem Uberlauf
U s wird auf den rechten Schnittstellenplatzen S und U
produziert.
Variablen x, y: {0, ..., 9}
Abb. 1: Der Halbaddierer
XY U
Der Volladdierer erganzt den Halbaddierer um den
l l l linken Schnittstellenplatz U, auf den ein Modul filr
die néchst kleinere Stelle einen Ubertrag ablegen
Voll- kann. Dieser Ubertrag wird bei der Addition
addierer beriicksichtigt.
vy Vol
i s addierer

Variablen x,y: {0, ..., 9} z:{0,1}

Abb. 2: Der Volladdierer

S. Fiir praktische Zwecke wiren allerdings intuitivere, paarweise disjunkte La-
bels zweckmiifliger. Das ist erreichbar mit sehr speziellen Modulen, die lediglich
Labels an Gates umbenennen. Solche Umbenenner-Module notieren wir oft in
verschiedenen Kurzschreibweisen, die Abbildung [ zeigt.

Damit konstruieren wir nun eine Variante des Ripple — Carry Adders ([1],
umgangssprachlich: handschriftliches Addieren wie Kinder es lernen) fiir n-stel-
lige Dezimalzahlen induktiv als HERAKLIT-Modul, wie in Abbildung [5| darge-
stellt: fiir n = 1 addiert das Modul Addierer Z10 einstellige Zahlen, algebraisch
geschrieben als:

Z10 .= (Fl > X) o (E2 =Y )eHalbaddierer o (S = E).

Dabei steht F1, E2 und F fiir Finer und Z fir Zehner. Entsprechend sind
die Module Addierer Z100 und Addierer Z1000 zur Addition zwei- und dreistel-
liger Zahlen in Abbildung [5| definiert. Ihre algebraische Darstellung ist:

Z100:=Z10e (Z1 > X) ¢ (Z2 =Y )eVolladdierer o (S > Z)
Z1000 := Z100 e (H1 > X) o (H2 =Y )eVolladdierer o (S = H).
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Halb-
adierer

X Y
vy
Halb-
X Y| addierer

LT

Voll-
addierer
* ‘ Variablen
x,y:{0, ..., 9}
U s Voll- 2:{0,1}

addierer

Das komponierte Modul Halbaddierer « Volladdierer
zur Addition zwesistelliger Zahlen

Abb. 3: Die Komposition

Modul M Umbenenner alt neu Komponiert mit einem Modul M, hat das
Umbenenner-Modul den Effekt, das Label ,alt*
alt neu eines Gates von M durch das Label ,neu* zu
ersetzen.
at — @ neu In grafischen Darstellungen von Modulen

werden Umbenenner oft verkirzt notiert.

o alt m neu
O alt = neu

Abb. 4: Umbenennung

Der Weg zur Addition zweier Zahlen beliebiger Stelligkeit n ist damit offen-
sichtlich: Der Addierer fiir n — 1— stellige Zahlen wird links um einen weiteren
Volladdierer ergénzt.

2 Parallele Addition

Wir verallgemeinern das Prinzip des Ripple — Carry Adders und konstruieren
einen Addierer, der bis zu 10 n-stellige Zahlen der Form
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E2 E1 Z2 721 E2 E1 H1 H2 Z1 Z2 E1 E2
| [ | I T T |
Addierer Addierer AddiererL l l
z10 x| v 7100 X] Y 21000 X] Y
Halb- Halb- Halb-
addierer x| v addierer addierer
] S 0 |S X[ Y Ufs
Voll- Y Y
Z* *E addierer Voll-
7 s addierer
Addierer-Module, komponiert l l x| vl o |s
aus einem Halb- und beliebig * * * Y VY
vielen Volladdierern mit
umbenannten . Ei H Z E Voll-
3 E: Einer addierer
Schittstellenelementen: 7- Zehner 0 ls
H: Hunderter L
T: Tausender
S: Summe * : ! !
U: Ubertrag

Abb. 5: Addierer-Module

Timye-erT1,2, %11
Tamy - T2,2, %21
T10,ms - -+ > T10,2, L10,1 Mt 0 < x5 5 <9

parallel addiert. Die Beschrinkung auf 10 Zahlen garantiert, dass Ubertriige
einstellig bleiben. Abbildung [6] zeigt den Addierer als HERAKLIT-Modul mit
seinen Ein- und Ausgaben in der abstraktesten Form.

Eine ausfithrbare Form des Addierer-Moduls kann aus Instanzen eines ein-
zigen ausfithrbaren Moduls, des inkrementellen Addierers, komponiert werden,
wie ihn die Abbildung [7] zeigt.

Die grundlegende Idee des Addierers: Zunéichst werden die Ziffern jeder ein-
zelnen Spalte j, also jeder einzelne Stelligkeit, fiir sich addiert. Dafiir werden
10 inkrementelle Addierer so angeordnet, wie Abbildung [8| zeigt: Dabei entsteht
natiirlich fiir jedes j ein Uberlauf. Diese Uberlidufe werden dann — wie iiblich
von rechts nach links — (in Dezimalschreibweise) verrechnet. Abbildung [J] zeigt
das gesamte Modul mit seinen Besonderheiten fiir die dufleren beiden Spalten.
Verfeinert man jedes abstrakte Exemplar des inkrementellen Addierers durch
seine ausfithrbare Fassung, entsteht das ausfiihrbare Modul aus AbbildungI0]

3 Nebenliufigkeit und verteilter Ablauf

Die vorherigen Abbildungen zeigen deutlich, wie die 10 Ziffern jeder einzelnen
Stelligkeit addiert werden, unabhéngig von den andern Stelligkeiten. Erst die Re-
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1. Zahl Xon ... Xo2 Xo1

Xtn X13 X12 X11 2. Zahl X1 ... X12X11

Xon Xo3 Xo2 Xo1  10. Zahl Xop ... X92X91

! ' '

n+1 -te n-te 100-ter 10-er 1-er
Stelle Stelle Stelle Stelle Stelle

Abb. 6: Abstraktes Modul des Paralleladdierers

Die linke Schnittstelle enthélt die Eingabe
einer bislang berechneten Zahl, also die
aktuellen Resultat-Summe S mit dem
aktuellen Uberhang U, sowie die zu
addierende Zahl X. Die rechte Schnittstelle
ist die Ausgabe des Resultats der Addition,
bestehend aus der neuen Resultat-Summe
S, und dem neu entstandenen Uberhang U.

U s
inkrement. [<¢—X
Addierer

'

Um die Gbliche Darstellung von
Dezimalzahlen und ihrer handschriftlichen
Addition beizubehalten, sind die Gates der
linken Schnittstelle deshalb oben (und
sogar rechts) angeordnet, die Gates der
rechten Schnittstell liegt unten.

Abb. 7: Der inkrementelle Addierer

sultate werden miteinander verbunden, indem die Ubertriige der Additionen von
rechts nach links verrechnet werden. Besonders deutlich wird das nebenldufige
Rechnen am Beispiel der konkreten Rechnung aus Abbildung [T1]

Wenn tatséachlich fiir jede x; ; ein eigener Prozessor P;; verfiigbar ist, kann
das Verfahren auch wiederholt angewendet werden. Beispielsweise kann man 100
n— 1-stellige Zahlen addieren, indem man zunéchst 10 Gruppen von je 10 Zahlen
addiert und auf die 10 n—stelligen Resultate dann noch einmal den Paralleladdie-
rer anwendet. Dabei kann P;; mit der Bearbeitung der ersten Zahl einer neuen
Gruppe beginnen, unmittelbar nachdem F;; seinen Beitrag zur letzten Zahl der
aktuellen Gruppe geliefert hat.
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Xoi
Xii
L]
*
L ]
Xoi
0 i 1. Zahl Xon ... X02 Xo1
' X 2.2
. Zahl x1n ... X12x
inkrement,[ % n 1271
Addierer
0 s 10. Zahl Xon ... X92 X91
Yy X
inkrement. [<¢———=8
Addierer
L]
*
R .
0 s
LN
U s
LI
i -
"L’ZZ’,"e"t' Beginnepd mit dqm Wert 0 fiir die Summe S und
lerer fir den Uberlauf U werden nacheinander die
U s Zahlen x1i,... x9i addiert, also die Werte in der i-ten
vV Spalte der 9 zu addierenden Zahlen. In jedem
- X Schritt wird U um 0 oder 1 erhdht.
-] inkrement. Der 10. inkrementelle Addierer addiert dann den
[————__| Addierer | Uberlauf der rechts von i liegenden Spalte, und
1] L S i] reicht den eigenen Uberlauf nach links weiter.
i-te
Stelle

Abb. 8: eine Spalte

4 Abschlielende Bemerkung

Dieses Beispiel ist inhaltlich keine typische Anwendung von HERAKLIT, illustriert
jedoch besonders deutlich die Kombinierbarkeit von Abstraktion, Umbenennung
und Wiederverwendung einzelner Module.
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Xoz

inkrement.
Addierer Addierer

ntlte n-e
Stelle  Stelle

Der Paralleladdierer mit n Spalten. Die
rechte Spalte (Index 1) hat keinen
Addierer fiir den Uberlauf. Die linke
Spalte (Index n) gibt ihren Uberlauf als
n+1 -te Stelle aus.

100-ter 10-er
Stelle Stelle

1. Zahl Xon ... Xo2Xo1
2. Zahl X1y ... X12X11

10. Zahl Xon ... X92 Xo1

1-er
Stelle

Variablen
x v,z {0, ..., 9}

Abb. 9: System mit inkrementellen Addierer
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1. Zahl Xon ... X2 Xot

2.Zahl i ..

parallele Addition
von 10 n-stelligen

Dezimal-Zahlen

- Xn2Xe

10. Zahl xsn ... X2 Xet

Abb. 10: ausfithrbarer Paralleladdierer
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Abb. 11: eine Beispielrechnung als verteilter Ablauf
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